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DUALITAT IN DEN METHODEN ZUR ERWEITERUNG VON
BESCHRANKT- WIE VON TOTAL-ADDITIVEN MASZEN. I
VON
J. RIDDER
(Communicated at the meeting of May 22, 1971)
In Teil iX. wird gezeigt wie ausgehend von " auBeres MaB"-Betrachtungen
auf del' einen Seite (Satzc A und B), von " inneres MaB"-Betrachtungen
auf del' anderen Seite (Satee Abls und BbiS) Erweiterungen zu besohrankt-
additiven MaBen erhalten werden konnen, welche unter del' im SchluBpar.
dieses Teiles gemachten Annahme zusammenfallen. Fur total-additive
MaBe ist in Teil p. eine korrespondierende Behandlung moglioh ; auf del'
einen Seite fuhren die Satze Al und Bj , auf del' anderen Seite die Satze
AlbiS und Blbis zu Erweitcrungen bei total-additivcn MaBen, wobei auch
del' SchuBpar. eine Annahme enthalt, unter welcher die beiden Ver-
fahrensweisen zum gleichen Resultat fuhren,
Die Arbeit erweitert die Dualitatsbetraohtungen von zwei Publikationen
in diesen Proceed. Series A, 73, S. 361-375 und 376-384 (1970) , und
zwar unter Anwendung von Begriffen korrespondierend mit den " t ight
measures" 1) in ab strakten Raumen bei F. TOPS0E, Topology and .1l1"easure,
Lecture Notes in Mathematics 1970; man siehe hier Annahmen II. und II .
sowohl in del' Einleitung von Teil zx. wie in del' von Teil p.
iX . Methoden zur Konstruktion von beschrankt-additiven
Ma Ben in Somenringen.
Einleitung. In meiner zweiten Arbeit in diesen Proceed. A, 73 (1970)
wurden "zueinander adjungierte" auBere und innere MaBfunktionen mO
bzw. mo (im Sinne von lac. cit. § 4) konstruiert, ausgehend von einem
besohrankt-additiven MaBe fJ" welches einer in wichtigen Fallen erfullten
Hypothese (siehe lac. cit. § 5biS) genugt ; auf den Somcn eines Somenringes
K fielen dabei mO und mo zusammen; ihr gemeinsamer Wert fur diese
Somen lieferte eine besohrankt-additive Erweiterung m von fJ, (lac. cit. § 6).
Die Bedingungen werden hier eingesohrankt. >S sei wieder ein Somenring
(= Boolescher Somenverband) , mit Nullsoma 0 ; diesel' enthalte ein T eil-
system WO = WO(O ; +, ' ), wobei 0 E WO und aus a , b E WO folgend a +b,
1) Der Namen wurde ursprunglich nur fur in speziellen metrischen Raumen
betrachtete Ma.l3e mit eine r zugehorigen "Kompaktheit s"-Eigens chaft angewandt.
Vergl. Preface und R eferenc es bei TOPSOE.
26 Indagationes
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a-b E mO; daneben sei mdel' Teilsomenring von 58, dessen jedes Element
(Soma) sich durch ein Soma aus mo uberdeeken HiBt.
f.l sei eine in mo definierte Somenfunktion, mit Werten in R+, und mit
entweder (in dem Fail von mO) den Eigenschaften:
I. es gibt ein Soma ao E mo mit 0 <f.l(ao) < 00;
II. bei aj E mo (j = 1, 2), al ~ a2 und f.l(al) endlich ist
f.l(al)-f.l(a2)=untere Grenze ailer f.l(b) mit bE mo, al-a2 ~ b;
lIb. aus aj E mo (j = 1, 2) und endlichen f.l(aj) folgt f.l(al +a2) ~f.l(al)+
+f.l(a2), oder (in dem Fail von mo) den Eigenschaften:
I. es gibt ein Soma ao E mo mit o<f.l(ao) <00;
II. bei aj E mo (j = 1, 2), al ~ a2 und f.l(al) endlich ist
f.l(al) - f.l(a2) = obere Grenze ailer f.l(b) mit b E mo, al - a2 ~ b;
IV. bei aj E m(j = 1, 2), und endlicher oberer Grenze del' f.l(iij) fur die
Somen iij E mo, ~ aj gibt es ein b ~ al +a2, E mo mit f.l(b) endlich. 2)
In §§ 1, 2 wird del' Fail (mO) , in §§ IbiS, 2bis del' Fail (mo) betrachtet;
einen dualen Zusammenhang beider Verfahren findet man in § 3.
§ 1. Die Eigenschaften I., II. und n». liefern die Folgerungen:
1°. f.l ist monoton nicht-abnehmend fur die Somen von mo, d.h. aus
al :) a2, aj E mo (j = 1, 2) folgt immer f.l(al) ~f.l(a2).
Beweis. Ist f.l(al) endlich, so folgt aus Wertebereich von f.l ~ R+ und
II.: f.l(a2) =1= 00. Also ist f.l(a2) endlich, mit f.l(a2)~f.l(al).
Bei f.l(al)=oo und al:)a2 ist immer f.l(a2)~f.l(al).
2°. f.l(0) = O.
Beweis. Nach I. und II. ist
(1) O=f.l(ao)-f.l(ao)=untere Grenze ailer f.l(b) mit bE mo und
ao-ao=O ~ b;
dabei gehort auch das Soma 0 unter den b.
Aus f.l(0»0 folgte, nach 1°., f.l(b)~f.l(O»O, fur aile hier zugelassenen
Werte b im Widerspruch zu (1). Also muB f.l(0) = 0 sein.
3°. Rechtfertigung del' Annahme II.: Bei aI, a2 wie in II., "fails
auch al-a2 E mo", ist nach 1°. f.l(al -a2) ~f.l(al), somit ebenfalls endlich.
Anwendung von II. auf das Paar {al-a2, O} liefert:
f.l(al-a2)-f.l(0)=untere Grenze aller f.l(b) bei bE mo, (al-a2)-0 ~ b
oder, mit 2°.,
f.l(al-a2)=untere Grenze ailer f.l(b) bei bEmo und al-a2~b.
Mit II. folgt dann weiter:
f.l(al -a2) = f.l(al) - f.l(a2)'
2) Zu bemerken ist da13 aus 1., II. und IV. sich die obige Eigenschaft IIb.
ableiten la13t. Siehe daboi 4° in § Ibis. - IV korrespondiert mit der im ersten Absatz
dieser Einleitung angegebenen Hypothese.
391
Definition. Fur jedes a E W sei mO(a) die untere Grenze der f-l(b) mit
b ~ a, E wo.
Bemerkung. Fur jedes a E wo ist also mO(a)=f-l(a).
4°. bei at, a2 E wo und f-l(al +a2) endlich ist
f-l(al) +f-l(a2) = f-l(al +a2)+ f-l(al' a2).
Beweis. Mit II. folgt
(2) mO(bl) - mO(b2)= mO(bl - b2) bei bi ~ bz; die bj E WO; mO(bl) endlich.
Wegen al-al·a2= (al +a2) -a2liefert Anwendung von (2) auf die Paare
{at, al' a2} und {al +a2, a2}:
mO(al)-mO(al' a2)=mO(al -al' a2)= mO((al+a2)-a2) =mO(al +a2) -mO(a2),
wodurch
also auch
Definition. Die Klasse K von mO-meBbaren Somen sei die Teilklasse
von 2(, fur deren jedes Element a bei jedem WE WO mit mO(w) endlich gilt:
mO(w) =mO(w·a) +mO(w-w·a).
Lemma. Jedes Soma a E WO (also insbes. das Soma 0) ist mO-meBbar,
mit dem MaB m(a) mO(a)=f-l(a).
Beweis. Bei w, a E wo und m(w) = mO(w) endlich ist auch ui-a E WO,
wobei mO(w)-mO(w·a)=f-l(w)-f-l(w·a) = (II.) untere Grenze aller f-l(b) mit
bEWO, w-w.a~b=(erste Def.) mO(w-w·a), also
mO(w) = mO(w· a) +mO(w - ur- a),
somit nach der zweiten Definition a mO-meBbar.
Lemma. Bei Vj (j = 1,2) E W und mO(vl+V2) endlich ist
(3) mO(vl+v2)~mO(vl)+mO(v2).
Beweis. Bei e>O gibt es VjEWO mit Vj~Vj und f-l(vj)<mO(vj)+e
(j = 1, 2). Dadurch ist
mO(vl+V2) ~f-l(Vl +V2) ~ (4°.)f-l(Vl)+ f-l(V2) <mO(vl) +mO(v2)+2e,
also auch (3).
Folgerung 5°. Die Klasse K in der letzten Definition andert sich
nicht, wenn man "bei jedem WE WO" durch "bei jedem WE W", wieder
"mit mO(w) endlich", ersetzt.
Beweis. Es genugt aus der mO-MeBbarkeit von a E W gemiiB der
Definition die mO-MeBbarkeit von a gemiiB der abgeiinderten Definition
abzuleiten.
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Im entgegengesetzten Fall gibt es ein Soma w E~, 1= ~o mit m(w) _ mO(w)
endlich und
mO(w) #-mO(w· a) +mO(w - w· a),
somit, nach dem vorigen Lemma, mit
mO(w) < mO(w. a) +mO(w - w· a);
es gibt dann ein n » 0 mit
(4) mO(w) +'fJ=mO(w·a) +mO(w - w· a).
Zu w gibt es ein mO-meBbares Soma w:J w und E ~o mit
(5)
Nun ist
wodurch
m(w) = mO(w) = mO(w) + ij, wobei ij < 'fJ.
w·a ~ ui-a und w-w·a ~ ui-s ur-u,
(6) mO(w·a)~mO(w·a) und mO(w-w.a)~mO(w-w.a).
Mit (5), (4) und (6) folgt
m(w) = mO(w) + ij <mO(w· a) +mO(w - w· a) ~mO(w· a) +mO(w - w· a)
oder
m(w) <mO(w. a) +mO(w -w· a);
es gibt dann somit ein w E ~o, mit mO(w) endlich, zu welchem eine selbe
Ungleichheitsrelation wie zu w geh6rt. Dies widerspricht jedoch die
mO-MeBbarkeit von a gemiiB der ursprunglichen Definition.
Folgerung 6 0 • Aus c E ~ und a-c E ~o fur jedes a E ~o mit p(a)
[=mO(a)] endlich folgt c E K.
Beweis. Mit (2) folgt mO(a)-mO(a·c)=mO(a-a·c), wonach die letzte
Def. liefert: c E K.
Die vorausgesetzte Eigenschaft IIb. von p findet Anwendung beim
Beweise von
Folgerung 7 0 • Bei Vj (j = 1,2) E ~ und endlichen mO(vj) ist auch
mO(vl +V2) endlich mit
(7) mO(vl +V2) ~mO(vl) +mO(v2).
Beweis. Zu 8>0 gibt es Vj~ Vj, E ~O mit p(Vj)<mO(Vj)+8, wodurch
mO(Vl +V2) ~p(ih +V2)~ (IIb.) p(Vl) +p(V2) <mO(Vl)+mO(V2) +28,
woraus (7) folgt.
§ 2. Satz A. Die in § 1 fur die Somen von ~ definierte Semen-
funktion mO ist fur ~ ein (regulates) iiuBeres MaB im Sinne der in der
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Einleitung zitierten Arbeit, §§ 1, 2, 3 (mit den das auBere MaB charakteri-
sierenden Axiomen 1°_4°, 5°, 6°). Die hier in § 1, zweite Def. eingefiihrte
Somenklasse K der mO-meBbaren Somen ist ein Somenring ~ mo; das MaB
m = mOist additiv fur die Somen von K, wahrend fur jedes a E mo gilt:
m(a) = mO(a)=,u(a);
(Kim = mO) ist eine Erweiterung von (mol,u); sie ist vollstandig in m (im
Sinne von loco cit. FuBn. 3).
Beweis. Axiom 1° (es gibt ein Soma w Emmit mO(w) endlich und #0)
ist eine Folge der ersten Def. in § 1 und I. mit Folgerung 10.
Axiom 2° (das Nullsoma ist mO-meBbar; dabei ist a E m mO-meBbar falls
bei jedem w Emmit mO(w) endlich gilt: mO(w) =mO(w.a) +mO(w-w·a)) folgt
aus dem ersten Lemma von § 1 mit Folgerung 5°.
Axiom 3° (aus a, b E m, a C b folgt mO(a) ~mO(b)) ist eine Folge der ersten
Def. von § 1 und Folgerung 10.
Aus den Axiomen 10, 2°, 3° allein folgte schon nach loco cit. § 1, daB
die Klasse K der mO-meBbaren Somen in m ein Somenring ist, wobei fur
a, b E K und mO(a+b) endlich gilt:
mO(a+b) =mO(a) +mO(b) -mO(a. b).
Nach dem ersten Lemma in § 1 ist mo~ K, wobei aus a E mo folgt
m(a) =mO(a)=,u(a).
Der vorletzte Absatz liefert, bei a- b = 0, und a, b E K,
(8) mO(a+b) =mO(a) +mO(b),
wenn nur mO(a+b) endlich ist. Ist dagegen mO(a+b) = oc, so konnen, nach
Folgerung 7°, mO(a) und mO(b) nicht beide endlich sein, woraus auch dann
(8) folgt. Also gilt (8) allgemein in K.
Axiom 4° (zu a Emmit mO(a) endlich gibt es ein bE K, ~ a mit mO(b)
endlich) folgt aus der Definition von mOund mo~ K. Das gleiohe gilt fiir
Axiom 5° (fur a Emmit mO(a) endlich ist mO(a) gleich der unteren
Grenze der Werte von mO(b) fur aile bE K, ~ a).
Axiom 6° (bei al, ... , ale (k~2) mO-meBbar, ah .aj2=0 (h#i2), und
Ie Ie
mO( ! aj) = oo ist auch ! mO(aj) = ex:» folgt indirekt aus der Giiltigkeit
;=1 ;-1
von (8) in K.
Die Behauptungen des Satzes sind somit erfiillt bis auf die Vollstandig-
keit von mO in m; diese folgt wie loco cit. FuBn. 3.
Bemerkungen. a. Es gibt ein kleinster, das System moumfassender
Somenring moo, welcher in K enthalten ist, wodurch mauch als durch
moo liberdeckter Teilsomenring von >B aufzufassen ist.
b. Bei il = mO fur die Somen von moo ist il additiv auf moo, mit Werten
in R+. Daneben ist ftir jedes Soma a Emmit mO(a) endlich:
394
mO(a) = (Ax. 5°) un tere Grenze der mO(5) bei 5 ~ a, E K ,
= (Def.) untere Grenze del' fl(b) bei b ~ a, E mo, somit auch :
= un tere Grenze de l' p (c) bei c ~ a, E ~!OO ;
und fur jedcs a mit mO(a) = oo :
zufolge der Monotonic von mO: mO(5)= = fur 5 ~ a, E K ,
zufolge der Definition von mO: fl(b) = oo fiir b ~ a, E mo,
somit auch p(c)= oo ftir jedes c ~ a, E moo,
also wieder mO(a) = untere Grenze der p(o) bei c ~ a, E moo.
Damit folgt:
Satz B. Die Anwendung des Satzes 100. cit. § 53) auf ~, m, moo,
p ftihrt zu demselben auGeren MaG mO auf m, demselben Somenring
X, ~ moo ~ 2!0 und demselben auf X addit iven MaG m =mO wie die An-
wendung von Satz A auf ~, m, ~!O, fl ; (Kim =mO) ist auch Erwciterung
von (mOOlp).
§ Ibis. Die Eigenschafte n I., II . und I V. (in der Einleitung) liefern
die Folgerungen:
1°. fl ist nicht-abnehmend fiir die Somen von mo, d .h. aus al J a2,
aj E mo (j = 1, 2) folgt fl (a'l) ~ fl (a2 ) .
B e we is. Es genUgt fl(al ) endlich vorauszusetzen. Dann folgt aus 0 E mo
und II.:
fl(al) - fl (a2)~ fl (O ) , also, cia Wertebereich von fl ~ R+, auoh ~ O.
2°. fl(O) =O.
B ewei s. Aus fl (0)760, also auch > 0, daneben < = (wegen 1. und 1°),
folgte mit II. :
fl (O ) - fl (O) ~ fl(O) , also fl(O) ~ O.
3°. Reohtfertigun g der Annahme II .: Bei aI, a2 wie in II., " falls
auch al -a2 E mo" ist nach 1°. fl(al-a2) ~fl (al ) , somit ebenfalls endlieh.
Anwendung von II. auf das Paar {al- a2, O} liefert:
fl(al-a2)-fl(O) =obere Grenze aller fl(b) bei b Emo, al- a2~b
oder, mit 2°.,
fl(al - a2) = oberc Grenze aller fl(b) bei b E ~£o , a'l- a2~ b.
Mit II. folgt
Definition. F Ur jedes a E msei mo(a) die obere Grenze der fl (b) bei
b ~ a, E mo.
3) Dort formulier t mit den Notationen : lB, W, wo, p. und m O , K.
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Bemerkung. Fur jedes aEmo ist also mo(a)=,u(a).
4°. bei at, a2 E mo, ,u(al +a2) endlich ist
,u(al) +,u(a2)= ,u(al +a2) + ,u(al ' a2).
Beweis. Mit II. und der Definition folgt
(9) mo(bt} - mo(b2)= mo(bl - b2) bei b: ~ bz; bs, b2 E mo ; mo(bl) endlich.
Wegen al -al·a2 = (al +a2) -a2 liefert Anwendung von (9) auf die Paare
{aI, al .a2} und {al +a2, a2}:
mo(al) -mo(al '~) =mo(al -al ·a2) =mO((al +a2) -~)=mO(al +a2) -mo(~),
wodurch
also auch
Definition . Die Klasse K von mo-meBbaren Somen sei die Teilklasse
von m, fur deren jedes Element a bei jedem w E mo mit mo(w) endlich gilt:
mo(w)=mo(w ·a) +mo(w-w·a).
Lemma. Jedes Soma a E mo (also insbes. das Soma 0) ist mo-meBbar,
mit dem MaB m(a) = mo(a) =,u(a).
Beweis. Bei w , a E mo und m(w) = mo(w) endlich ist auch ui-a E mo,
wobei mo(w)-mo(w·a)=,u(w)-,u(w·a)=(II.) obere Grenze aller ,u(b) bei
bE mo, to-s-ur-a~ b=(erste Def. des Par.) mo(w-w·a), also
mo(w) =mo(w·a) +mo(w-w·a),
somit nach der zweiten Def. des Par. a mo-meBbar.
Lemma . Bei Vj (j=1,2)E~!,VI'V2=0 und mO(vI+v2) endlich ist
mO(vl+ V2) ~mo(vtl+mO(v2).
Beweis. Bei e>O gibt es VjE2{° mit Vj~Vj und ,u(vj»mo(vj)-e.
Dadurch ist
also
FoLgerung 5°. Die Klasse K in der zweiten Definition andert sich
nicht wenn man "bei jedem WE 2{0" durch "bei jedem WE 2{", wieder
"mit mo(w) endlich", ersetzt.
Beweis. Es genugt aus der mo-MeBbarkeit von a E m gemaB der
Definition die mo-:MeBbarkeit von a gemaB der abgeanderten Definition
abzuleiten.
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Im entgegengese t zten Fall gibt es ein Soma 10 E m,1= momit m (1O) mo(w)
endlich und
mo(w) # mo(1O· a)+ mo(1O -1O ·a),
somit, nach dem vorigen Lemma, mit
mo(1O) >mo(1O ·a) + mo(1O -w ·a) ;
es gibt dann ein 'fj>0 mit
(10) mO(1O) - 'fj= mo(1O ·a)+ mo(1O -w·a).
Zu 10 gibt es ein mo-mcBbares Soma wC 10 und E mo mit
(11)
Nun ist
wodurch
m(w ) =mo(w) =mo(1O)-ij , wobei ij <'fj .
w· a ~ 1O·a und w-w·a ~ 1O- 1O ·a,
(12) mo(w·a) ~ mo(1O· a) und mo(w-w· a) ~ mo(1O - w · a) .
Mit (11) , (10) und (12) folgt
m(w) =mo(w) - ij > mo(w ·a) + mo(w -w· a)~ mo(w · a)+mo(w- w ·a)
oder
m(w»mo(w·a) + mo(w-w ·a);
es gibt dann somit ein WE mo mit mo(w) endlich , zu welchem eine selbe
Ungleichheits relat ion wie zu ui gehOrt. Dies widersprieht jedoch die
mO-l\feBbarkeit von a gemaB del' ursprtinglichcn Defini ti on.
F olgerung 6° . Aus CEm und a' CEmo fu r jedes aE mo mit f-l (a)
[=mo(a)] endlich folgt CE K .
Beweis. Mit (9) folgt
mo(a) - mo(a ·c) =mo(a-a·c) ,
wonach die letzte Definition liefert: C E K.
Die vorausgesetzte Eigcnschaft IV (Einleitung) zusammen mit del'
erst en Definition in dicsem Par. liefert die
Folgerun g 7 ° . Bei Vj ii> 1,2) E m, Vl 'VZ= O und endlichen mo(vj) ist
auch mo(Vl + VZ) endlich.
§ 2b1B• Satz A bls . Die in § Ibis fur die Somen von 2! definierte Somen-
funktion mo ist fur mein inneres MaB im Sinne del' in del' Einleitung
zitierten Arbeit, §§ 1, 2b1B, 3 (mit den das innere MaB charakterisierenden
Axiomen 1°-4°, 5°, 6°) und 4 . Die hier in § Ibis , zweite Def. eingeftihrte
Somenklasse K del' mo-mcBbaren Somen ist ein Somcnring ~ ~{O ; das MaB
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m == mo ist additiv fur die Somen von K, wahrend fur jedes a E Illo gilt:
m(a) - mo(a)=,u(a);
(Kim - mo) ist eine Erweiterung von (Illol,u); sie ist vollstandig in III (im
Sinne von loc. cit. FuBn. 3).
Beweis. Axiom 1° (es gibt ein Soma wEill mit mo(w) endlich und ~O)
ist eine Folge der ersten Def. in § Ibis und 1. mit Folgerung lOin § Ibis.
Axiom 2° (das Soma 0 ist mo-meBbar; dabei ist a E III mo-meBbar falls
bei jedem wEill mit mo(w) endlich gilt: mo(w)=mo(w·a)+mo(w-w·a)) folgt
aus dem ersten Lemma von § Ibis mit Folgerung 5°.
Axiom 3° (aus a, b E Ill, a C b folgt mo(a) ~mo(b)) ist eine Folge der
ersten Def. von § Ibis mit Folgerung 10.
Aus den Axiomen 1°, 2°, 3° folgte schon, nach loc. cit. § 1 (mit § 4),
daB die Klasse K der mo-meBbaren Somen in III ein Somenring ist, wobei
fur a, b E K und mo(a+b) endlich gilt: mo(a+b) =mo(a) +mo(b)-mo(a·b).
Zusammen mit Folgerung 7° (in § IbiS) liefert dies die besohrankte Additi-
vitat. von mo fur die Somen von K.
Nach dem ersten Lemma in § Ibis ist Illo ~ K, wobei aus a E Illo folgt
m(a) == mo(a) =,u(a).
Axiom 4° (zu a E III mit mo(a) endlich gibt es ein bE K, ~ a mit mo(b)
endlich). Zu a E III mit mo(a) endlich gibt es nach Annahme IV. (mit
al =a, a2= 0) ein a" E Illo mit a C a" und ,u(a") oder mo(a") endlich. Mit
b = a" folgt Axiom 4°.
"Aus a E III mit mo(a) endlich" folgt bei 8> 0 die Existenz eines bE Illo, ~ a
mit mo(a)~,u(b»mo(a)-B.Aus bE Illo folgt auch [) E K, mit mo(b)=,u(b).
Somit ist "mo(a)=obere Grenze aller mo(b) mit b ~ a, E K." Dei, Axiom 5°.
Axiom 6° (bei at, ... , ak (k~2) mo-meBbar, air ·aj2=0 (jl~h) und
k 00
mo( ! aj) =00 ist auch ! mo(aj) = 00) folgt sofort aus der schon bewiesenen
i=l i-I
Additivitat von m == mo fur die Somen von K.
SchlieBlich folgt die Vollstandigkeit von mo in III wie in FuBn. 3 der
mehrmals zitierten Arbeit.
Bemerkungen. a. Es gibt ein kleinster, das System Illo umfassender
Somenring Illoo, welcher in K enthalten ist, wodurch III auch als durch llloO
iiberdeckter Teilsomenring von \8 aufzufassen ist.
b. Bei fJ, - mo fur die Somen von llloO ist fJ, additiv aufllloo, mit Werten
in R+. Daneben ist fur jedes Soma a E III mit mo(a) endlich:
mo(a) = (Ax. 5°) obere Grenze der mo(b) bei b ~ a, E K,
=(Def.) obere Grenze der ,u(b) bei b ~ a, E Illo, somit auch:
= obere Grenze der fJ,(c) bei c~ a, E Illoo;
und fur jedes a E III mit mo(a) = 00 :
zufolge der Monotonie von mo: obere Grenze der mo(b) = 00 fur b ~ a, E K,
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zufolge der Definition von mo: obere Grenze der f-l(b) = 00 fur b ~ a, E mo,
somit auch obere Grenze der ;t(c) =00 fur c ~ a, E moo,
also wieder mo(a) = obere Grenze der ll(c) bei c ~ a, E moo.
Damit folgt: 4)
Satz Bbis. Der Satz loco cit. § 5bis hier angewandt auf )8, m, moo,
II fuhrt zu demselben inneren MaB mo auf m, demselben Somenring
K, ~ moo ~ mo und demselben auf K additiven MaB m = mo wie die
Anwendung von Satz Abis auf )8, 2(, 2(0, f-l; (Kim = mo) ist auch Erweite-
rung von (2(001f-l ).
§ 3. Unter der Annahme: Fur jedes a E 2(00 fallen untere Grenze aller
f-l(b) mit b ~ a, E 2(0 und obere Grenze aller f-l(b) mit b ~ a, E 2(0 zusammen
ist fur ein solches a il(a) = ;t(a).
Dann liiBt sich auf )8, 2(, 2(00, il, mO, K (in Satz B) einerseits, auf )8,
2!, 2(00, ;t, mo, K (in Satz BbiS) andererseits der Satz loco cit. Par. 6 anwenden
(mit 2(00 anstatt 2(0, il = II anstatt f-l), woraus hervorgeht dafJ die zugehorigen
Erweiterungen (Kim - mO) bzw. (Kim = mo) von (2(0olil = ll), und damit
auch von (2(0 If-l ), zusammenfallen; die adjungierten iiuBeren und inneren
MaBfunktionen mOund mo auf 2( ftihren unter obiger Annahme zu der-
selben MaBerweiterung (von f-l).
4) Man beachte auch daf Annahme IV. (in der Einleitung) insbes. die Hypothese
lac. cit. § 5b is fur den hier betrachteten Fall von 58, 2(, 2(00, II zur Foige hat.
(To be continued)
